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3

4.1  运动建模基础与运动学
本章学习目标

学完第四章能够完成什么

1 能用坐标、状态和力学方程描述载具运动

2 能建立执行器、环境和传感器子模型

3 能实现模型，用软件开发工具包（SDK）配置、驱动与取数

4 能测量和辨识参数，用独立数据验证并迁移模型

把物理方程实现为模型，再用数据说明模型的适用范围。
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4.1  运动建模基础与运动学
本章目录

模型框架、坐标与姿态运动学

第四章载具运动建模与仿真
4.1  运动建模基础与运动学
4.2  刚体动力学与运动求解
4.3  动力单元、受力与观测建模
4.4  配平、线性化与动态系统基础
4.5  多旋翼模型逐步编程与仿真
4.6  参数测量与静态模型辨识
4.7  动态系统辨识、验证与模型修正
4.8  典型无人载具建模与扩展
4.9  建模工具、代码生成与模型部署
4.10  API与SDK建模接口
4.11  例程体系与综合实践
4.12  习题案例分析与课程设计

本节 5 个教学单元

4.1.1 建模方法与统一框架
教材对应：详见左栏下方首单元细目

4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角
教材对应：第4.1.4.1节（坐标、旋转矩阵与欧拉角）

4.1.3 四元数与表示转换
教材对应：第4.1.4.1节（四元数与姿态表示）

4.1.4 姿态运动学
教材对应：第4.1.4.1节（旋转运动学方程）

4.1.5 位置、安装点与坐标约定
教材对应：第4.1.4.1节（位置运动学与坐标约定）

首单元教材：4.1.1.1–2、4.1.2.1–4

4.1.3.1–2；模型分类另见4.2.2.1
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：核心概念

运动模型把输入、状态与输出联系起来

状态承接过去，输入推动变化，模型把二者联系到输出。

•模型与参数：给定推力、初态及质量、惯量等参数 𝛌，

计算随后的位置、速度和姿态；轨迹是计算结果。

•状态：同高不代表同一状态。右图一架静止、一架上升，

稍后的高度不同；预测必须保存速度等信息。

•输入与输出：输入 𝐮是给定的四桨推力；由状态 𝐱取得

高度、姿态等输出 𝐲，测量还需观测模型。

•符号：状态 𝐱上的点表示对时间求导；𝑓给出状态变化率，ℎ给出输出。

ሶ𝐱 = 𝑓(𝐱, 𝐮; 𝛌), 𝐲 = ℎ(𝐱, 𝐮; 𝛌)

𝑣 = 0 向上运动

稍后位置

图：同高但速度不同
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：系统模型类型

白盒、黑盒与灰盒怎样结合机理和数据

建模方法决定知识与数据怎样结合，并不直接决定精度等级。

•同一对象的选择：已知结构、数据数量和目标工况共同决定方法。白盒、黑盒、灰

盒说明模型来源，不构成从低到高的精度等级。

白盒 指令 电路＋转动方程

参数有物理意义
转速 未知物性或简化

会产生误差

黑盒 指令 指令历史→动态拟合

用数据预测响应
转速 范围受数据

与实验条件限制

灰盒 指令 保留一阶机理结构

增益、时间常数待估计
转速 阶跃数据用来

估计未知参数

图：同一电机、相同输入输出、不同知识来源



7

4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：任务与边界

画面回放、运动预测与闭环验证解决不同问题

模型保留哪些动态，取决于它要回答的工程问题。

•几何与回放：给定位置、姿态和时间，三维软件可以显示飞行；这条轨迹是预先提

供的，尚未解释油门变化为什么会引起加速。

•运动预测：从执行器输入开始，计算转速、推力、合力合矩和刚体响应，位置与姿

态成为模型输出，因而可以预测未事先规定的轨迹。

•闭环验证：控制器利用观测误差持续调整输入，实际运动由控制器、载具、环境和

观测共同形成；闭环响应不能单独归因于机体模型。

•本章分工：本节用预先给定的推力研究载具响应，后续再接入执行器与控制系统；

第五章展开控制器、滤波器与控制分配设计。
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：运动结果预览

一架四旋翼的推力怎样变成运动

运动模型根据输入和初态，逐步算出位置、速度和姿态。

图：给定四桨推力，计算同一机体的升降、倾斜与平移。

http://rflysim.com/gif/zh/4.1.1.gif
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：基于模型的设计

模型贯穿设计、实现与实物测试

模型贯穿设计与测试，实物证据又反过来修正模型。

图4.1 RflySim工具链MBD流程框图

•基于模型的设计（MBD）：用模型串起

设计到测试，偏差回头修正模型和参数。

•左侧模型阶段：建模与辨识→快速控制原

型→数字仿真验证。

•右侧实物阶段：自动代码生成→硬件在环

仿真→系统集成与测试；同一输入的测试

偏差带回模型。

模型预测 → 同输入测试 → 偏差回溯
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：系统拓扑分解与连接框架

统一系统结构怎样适用于不同载具

统一框架统一子系统职责，载具差异落实到具体物理关系。

图4.2 不同无人载具的共同系统结构

•指令路径：沿图4.2由控制系统走向执行

器，指令先形成转速或转角，随后才转换

成作用于机体的力。

•反馈路径：从机体运动回看环境与传感器；

来流、接触和观测会随运动变化，使同一

指令产生不同响应。

•共性与差异：飞机、车、船保留图中的子

系统职责，但分别使用升力、轮胎力和水

动力方程；决策与控制仍归控制系统。
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：组件与等效刚体

实体拆分怎样变成数学模型及参数

实体连接给出模型接口，研究任务决定组件保留到多细。

图4.4 多旋翼无人机实体组件

拓扑分解与连接

•动力链：电池、电调、电机和螺旋桨按图

连接，供电与指令共同决定转速和推力；

连接关系就是组件的输入输出关系。

•刚体等效：固定连接的机架、电池和载荷

可合并为总质量、质心与惯量；安装位置

决定力臂，有相对运动时再增加状态。

•换电池例子：质量与安装位置改变惯性，

电压与内阻改变动力输出；因此同一指令

也可能产生不同运动。
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：动力链部件

沿机臂读出动力链：电池、电调、电机与螺旋桨

图4.4（局部放大）蓝色虚线：自驾仪发给电调的指令；绿色虚线：供电与动力传递
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：组件标准化模型描述

运动、能耗与故障怎样在组件内耦合

组件的运动、能耗和故障通过共同变量发生耦合。

图4.5 组件标准化模型示例

•运动与能耗：运动模型计算转速或位姿，

能耗模型计算电流、功率与能源状态；

任务改变负载，供电又约束可用动力。

•故障作用：故障通过接口改变参数或作

用关系。例如电机效率下降会降低推力，

并改变维持同一运动所需的功率。

•读图方法：沿共享变量看耦合关系。电

量消耗导致电压下降，进而改变运动响

应；完整能源与寿命分析可继续扩展。

能耗 ↔ 运动 ←  故障
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：组件到整机

相同拓扑把三类组件模型装成不同整机模型

先保持组件接口和证据，再按问题装配所需的整机模型。

•组件标准模型记录参数、输入输出、适用工况与验证数据；按机架、电池、电调、

电机和桨的实际拓扑连接，才得到整机响应。

•拓扑＋能耗模型：把各部件的电流、功率与能源状态连接起来，回答续航和供电约

束；换电池时不能只改质量。

•拓扑＋运动模型：把各桨作用、环境与刚体方程连接起来，预测状态并支撑控制仿

真；本章重点展开这一条。

•拓扑＋故障模型：把效率降低或失效传到受力与能耗，形成测试工况。离线部件自

检核对给定模型与数据，整机认证还需仿真与试验证据。
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：FlyEval教材案例

FlyEval：组件选型、整机评估与参数导出

飞行评估（FlyEval）以标准组件数据库支撑整机设计。教材第4.1.2.3节。

组件与环境输入

机体框架、环境条件

电池、电机、螺旋桨

电调等推进组件参数

整机性能评估

悬停时间、载重能力

飞行距离、速度

用于方案比较与优化

运动模型配置导出

质量、转动惯量

拉力/阻力系数等

转速、电机时间常数

Simulink / CopterSim 配置

选定

方案

约束反选组件：给定期望悬停时间、任务载重、温度/海拔和电池参数，逆向求解并推

荐满足性能阈值的组件组合，再做方案评估。
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：分层计算

用四层模型追踪油门怎样变成运动

从油门到位置的每一次转换，都需要一层可解释的模型。

•动力单元：油门决定电机的目标转速，转动惯量

和电控使实际转速逐渐变化。

•控制效应：旋翼转速决定推力；安装位置和旋向

决定关于质心的力矩。

•刚体运动：动力学求速度与角速度的变化；运动

学用它们更新位置和姿态。

动力单元模型
油门指令

控制效应模型
各桨转速

刚体动力学
总力与总力矩

刚体运动学
速度与角速度

位置与姿态

图：四层运动模型
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：参数与初始条件

贯穿案例的对象、参数与简化条件

先确定对象和工况，再用模型预测指定输入下的响应。

•对象与初态：理想“＋”构型四旋翼，机头朝北、机体

水平；初高1 m，速度和角速度均为零，机体原点取质心。

•教学参数：𝑚 = 2kg，𝑔 = 9.8m/s2；旋翼力臂均为0.25 

m，俯仰惯量𝐽𝑦 = 0.05 kgm2。

•输入与输出：按前、右、后、左给定四桨推力，计算位

置、速度、姿态和角速度。命令到推力的过程在4.3展开。

•算例简化：教材考虑阻力与旋转阻尼，本例为解析核验将其取零。机架为刚体，质

量、惯量不变；不计旋翼响应与触地，对称输入只激励俯仰。

•坐标：原点在起点下方，北东地（NED）下为正；𝑧𝐷 = −1m，𝐻 = −𝑧𝐷 = 1m。

前 / 北

后

左 右

质心
0.25 m

图：俯视构型与旋翼力臂
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：教学模型一步计算

给定推力时，先算加速度再更新状态

•已知条件：垂直一维；m=2 kg，g=9.8 m/s²，T=21.6 N。NED向下为正；初高1 m、

初速0，步长0.01 s；本例不计电机动态、阻力、触地和控制。

𝑎𝐷 = 𝑔 −
𝑇

𝑚
= 9.8 −

21.6

2
= −1 Τm s2

𝑧𝐷,𝑘+1 = 𝑧𝐷,𝑘 + 𝛥𝑡 𝑣𝐷,𝑘 = −1 + 0.01 × 0 = −1m

𝑣𝐷,𝑘+1 = 𝑣𝐷,𝑘 + 𝛥𝑡 𝑎𝐷,𝑘 = 0 + 0.01 × (−1) = −0.01 Τm s

•同步更新：位置式和速度式的右侧均取同一时刻的旧状态。

•本步结果：高度仍为1 m，速度为−0.01 m/s；下一步才改变位置。

•模型范围：只含竖直运动，是课堂练习一维升降例程的第一步。
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.1 建模方法与统一框架：平方阻力的局部近似

无风悬停附近，平方阻力为何没有一阶贡献

零空速附近的平方阻力没有一阶项，其他气动作用仍需判断。

•工作点：无风且静止悬停时，载具相对空气的速度为零。

先用一维相对空气速度𝑣rel说明阻力关系。

𝐹𝐷 = −𝑘 𝑣rel|𝑣rel| (𝑘 > 0)

•平方关系：𝑘为有限常数时，阻力大小与空速平方成正

比。空速减半，阻力变为四分之一。

•一阶近似：用原点水平切线代替曲线，因此小空速扰动时可忽略该阻力。

•适用边界：线性气动阻力在零空速附近仍有一阶项，旋转阻尼在零角速度附近也可

有一阶项；本算例把两者设为零。

𝐹𝐷

𝑣rel0

原点切线水平

图：一维平方阻力示意
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4.1  运动建模基础与运动学
本章目录

模型框架、坐标与姿态运动学

第四章载具运动建模与仿真
4.1  运动建模基础与运动学
4.2  刚体动力学与运动求解
4.3  动力单元、受力与观测建模
4.4  配平、线性化与动态系统基础
4.5  多旋翼模型逐步编程与仿真
4.6  参数测量与静态模型辨识
4.7  动态系统辨识、验证与模型修正
4.8  典型无人载具建模与扩展
4.9  建模工具、代码生成与模型部署
4.10  API与SDK建模接口
4.11  例程体系与综合实践
4.12  习题案例分析与课程设计

本节 5 个教学单元

4.1.1 建模方法与统一框架
教材对应：详见左栏下方首单元细目

4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角
教材对应：第4.1.4.1节（坐标、旋转矩阵与欧拉角）

4.1.3 四元数与表示转换
教材对应：第4.1.4.1节（四元数与姿态表示）

4.1.4 姿态运动学
教材对应：第4.1.4.1节（旋转运动学方程）

4.1.5 位置、安装点与坐标约定
教材对应：第4.1.4.1节（位置运动学与坐标约定）

首单元教材：4.1.1.1–2、4.1.2.1–4

4.1.3.1–2；模型分类另见4.2.2.1
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：轴向与原点

坐标向量要同时交代原点、轴向和单位

图1.9 地面坐标系与机体坐标系

•地面系：北东地（NED）

以指定参考点为原点，轴向

为北、东、下。高于原点10 

m，第三分量为−10 m。

•机体系：前右下（FRD）以质心为原点，随载具一

起转动。飞机、车辆都可使用这套约定；机体前向

仅在特定姿态下与北向重合。

•前置：图1.9取自教材第1章，课件1.4已介绍这两套

坐标；本单元转为计算与核验。

•尺度与单位：局部地面系

近似固定；地心地固系

（ECEF）原点在地心。经

纬度是角度，角度差不能直

接当作米制位移。

(a) 地面坐标系 (b) 无人机机体坐标系 (c) 无人车机体坐标系
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：右手坐标

右手规则同时确定轴关系与正旋转

轴的正方向确定以后，正旋向由右手规则唯一确定。

图1.10 右手定则下的坐标轴与旋转正方向

•右手轴系：NED与FRD都是右手系：拇指、

食指、中指依次指第一、二、三轴；拇指

沿正轴时，四指弯曲方向为正转向。

•姿态动作：正滚转右侧下沉，正俯仰抬头；

机头朝北时，正偏航转向东。

•计算单位：三角函数输入用弧度，度数须

按下式换算。

𝛼rad = 𝛼deg
𝜋

180

X

Y

Z

O

拇指方向

四指

方向

正旋转角度

(a) 坐标轴 (b) 旋转正方向
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：向量运算先修

点乘与叉乘分别描述投影和有向面积

点乘给出投影关系，叉乘给出右手方向与有向面积。

•点乘：结果是标量，表示投影关系；𝛾为非零向量夹角。分

量须在同一坐标系，垂直时为零、交换次序不变。

𝐚 ⋅ 𝐛 = 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧 =∥ 𝐚 ∥∥ 𝐛 ∥ cos𝛾

•叉乘：结果垂直于两向量平面，大小等于平行四边形面积，

方向按右手规则；平行时为零、换序反向。前轴叉乘右轴

得到下轴。

𝐚 × 𝐛 =

𝑎𝑦𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦
𝑎𝑧𝑏𝑥 − 𝑎𝑥𝑏𝑧
𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥

, 𝐞𝑥 × 𝐞𝑦 = 𝐞𝑧

a

b

𝛾

图：投影

a

b
𝑎 × 𝑏

图：叉乘垂直于平面
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：偏航矩阵与方向

偏航使水平机头由北向东转动

正偏航沿下轴右手方向转动，使朝北的机头向东转。

•偏航绕下轴转动，𝑅𝑧第三列不变；北、东分量按正弦余

弦组合，竖直分量保持不变。

•方向核验：𝜓 = 90∘将最初指北的前轴映到东；𝜓 =

− 90∘则映到西。正负角改变实际转向。

𝑅𝑧(𝜓) =
cos𝜓 −sin𝜓 0
sin𝜓 cos𝜓 0
0 0 1

, 𝑅𝑧(90
∘)𝐞𝑥 = 𝐞𝑦

•逆向辨析：转置对应相反偏航角。前向若映到西，说明

变换方向用反，正交性本身不能检出。

N

EW

+90∘
−90∘

D  入纸面

图：俯视正偏航转向东
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：单轴旋转

滚转与俯仰矩阵从平面旋转得到

单轴矩阵的符号，可以用右手旋向与一个单位轴共同检查。

•共同结构：绕某轴旋转时，这根轴保持不变，另外两个方向按平面旋转组合；对角

项为余弦，交叉项的正负由右手方向决定。

•滚转：𝑅𝑥保留前轴；右

轴正转后出现正下向分

量，右侧机臂下沉。

𝑅𝑥(𝜙) =
1 0 0
0 cos𝜙 −sin𝜙
0 sin𝜙 cos𝜙

, 𝑅𝑦(𝜃) =
cos𝜃 0 sin𝜃
0 1 0

−sin𝜃 0 cos𝜃

•俯仰：𝑅𝑦保留右轴；前

轴正转后下向分量为负，

即机头抬起。
z

y

z

x

图：右轴下沉 图：机头抬起
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：机体到地面

旋转矩阵的列给出机体三根轴的方向

机体到地面的旋转矩阵，由机体三轴在地面系中的方向组成。

图：固定速度的坐标分量（动画）

•读图条件：机体偏航0°→60°，地面速

度𝐯𝑒 = [4,3,0]𝖳m/s固定；变化的是机

体系分量，其平方和保持25。

•逆变换： 𝑅𝖳 将地面速度换成机体分量，

再乘 𝑅 返回原向量。𝑅 的三列是机体前、

右、下轴的地面方向。

•共同用途：速度和力都用 𝑅换坐标。

合力须先统一坐标再相加。

𝐚𝑒 = 𝑅𝐚𝑏, 𝑅 = ො𝐱𝑏,𝑒 ො𝐲𝑏,𝑒 ො𝐳𝑏,𝑒

http://rflysim.com/gif/zh/4.1.2.gif
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：向量变换的算例

同一姿态矩阵可以转换速度、推力和其他向量

合力计算之前先统一坐标，姿态矩阵同时适用于速度与力。

•统一作用：𝑅把机体分量转到地面，速度与力共用同一套

方向关系；换坐标本身不改变速度，也不增加推力。

𝑅 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

, 𝐯𝑒 = (0,5,0)𝖳m/s, 𝐅𝑒 = (0,2, −10)𝖳N

•理论算例：机头朝东。机体前向5 m/s变成东向5 m/s；前

向2 N、向上10 N的力变成东向2 N、向上10 N。

•相加条件：重力、推力先统一坐标再相加。力的模长仍

为 104N，单位与速度不同。

N ↑ 机头朝东 →

速度 5 m/s

水平力 2 N

向上10 N不变

图：同向映射，物理量不同
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：旋转不可交换

相同的两个角度，交换次序会产生不同姿态

不同轴的旋转不能随意交换次序，多轴算例才能检出顺序错误。

图：旋转次序影响姿态（动画）

•内禀过程：左图先绕初始𝑧轴、再绕当

前𝑦轴；右图先绕初始𝑦轴、再绕当前𝑧

轴，两次都转90°。

•读图：第二次转轴已随第一次改变，左

侧机头最终向上，右侧朝东。

•公式关系：𝑅将机体分量转到地面；按

列向量计算时，矩阵从右向左作用。

𝑅𝑧(90
∘)𝑅𝑦(90

∘)𝐞𝑥 = −𝐞𝑧
𝑅𝑦(90

∘)𝑅𝑧(90
∘)𝐞𝑥 = 𝐞𝑦

http://rflysim.com/gif/zh/4.1.3.gif
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：正交性与逆变换

合法的旋转矩阵还要用在正确方向上

正交性检查矩阵是否合法，已知方向检查变换是否用对。

•几何约束：机体三轴两两垂直且长度为1，故𝑅𝖳𝑅 = 𝐼；det𝑅 = 1保持右手方向并排

除镜像。

𝑅𝖳𝑅 = 𝐼, det𝑅 = 1, 𝑅−1 = 𝑅𝖳, 𝐚𝑏 = 𝑅𝖳𝐚𝑒 , ∥ 𝐚𝑒 ∥=∥ 𝐚𝑏 ∥

•逆变换：正交矩阵的逆等于转置。地面分量左乘𝑅𝖳恢复

机体分量，向量长度不变。

•方向辨析：𝑅与𝑅𝖳都能通过正交和往返检查；已知机头

朝东时，前向必须映到东。右图两个结果都长1，只有一

个方向正确。
东：正确 西：用反

长度 1 长度 1

图：长度相同，方向可错
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：Z－Y－X约定

三个欧拉角必须连同旋转顺序一起定义

欧拉角只有与旋转顺序、正方向和变换方向一起给出才完整。

图：按当前机体轴依次旋转（动画）

•旋转约定：依次绕当前下轴偏航 𝜓、当

前右轴俯仰 𝜃、当前前轴滚转 𝜙，称为

内禀 ZYX。

•图中演示：偏航45°、俯仰30°、滚转

20°；后两次的转轴已随前一次转动。

•读式方法：正向取右手规则，𝑅将机体

分量转到地面；列向量运算时最右矩阵

先作用。

𝑅 = 𝑅𝑧(𝜓)𝑅𝑦(𝜃)𝑅𝑥(𝜙)

http://rflysim.com/gif/zh/4.1.4.gif
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：Z－Y－X完整公式

完整姿态矩阵可以逐列解释

•公式来源：将三个单轴矩阵按 𝑅𝑧𝑅𝑦𝑅𝑥 相乘，得到机体到地面的完整方向映射；记

号 𝑐𝛼 = cos𝛼，𝑠𝛼 = sin𝛼，均取完整角度（不取半角）。

•第一列：表示机头前向，因此只含偏

航和俯仰；绕机头自身滚转不会改变

机头方向，但会改变右轴和下轴。

𝑅 =

𝑐𝜓𝑐𝜃 𝑐𝜓𝑠𝜃𝑠𝜙 − 𝑠𝜓𝑐𝜙 𝑐𝜓𝑠𝜃𝑐𝜙 + 𝑠𝜓𝑠𝜙
𝑠𝜓𝑐𝜃 𝑠𝜓𝑠𝜃𝑠𝜙 + 𝑐𝜓𝑐𝜙 𝑠𝜓𝑠𝜃𝑐𝜙 − 𝑐𝜓𝑠𝜙
−𝑠𝜃 𝑐𝜃𝑠𝜙 𝑐𝜃𝑐𝜙

•第三行：给出三个机体轴的下向分量；

− sin𝜃保留正俯仰抬头的符号。零姿态

得到单位矩阵，纯偏航时得到前述

𝑅𝑧(𝜓)。

机头方向

下向投影

图：按列与行读矩阵
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：完整计算

双角度算例把姿态与速度方向连起来

双角度算例同时检查机头方向、竖直符号与速度长度。

•题设：𝜙 = 0, 𝜃 = 30∘, 𝜓 = 90∘，机头朝东并抬起30°；

已知质心对地速度沿机头10 m/s。

𝑅 =

0 −1 0

3/2 0 1/2

−1/2 0 3/2

, 𝐯𝑒 = 𝑅
10
0
0

=
0

5 3
−5

m/s

•速度分解：东向5 3 ≈ 8.66 m/s、向上5 m/s；速度模长

仍为10 m/s。
•物理边界：速度沿机头是本题的已知条件；姿态只转换分量，真实速度仍由初值与

动力学决定。

E

D

10 m/s

30°

8.66 m/s

上 5

𝑣𝐷 = −5

图：朝东抬头的速度投影
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：逆变换与象限

从旋转矩阵恢复欧拉角需要限定取值区间

先固定角度区间，再由矩阵分量恢复欧拉角。

•俯仰主值：由 𝑅31 = −sin𝜃取反正弦；限制 −𝜋/2 < 𝜃 < 𝜋/2，才能在非奇异区间恢

复与 Z－Y－X 定义一致的一组角。

𝜃 = arcsin(−𝑅31), 𝜙 = atan2(𝑅32, 𝑅33), 𝜓 = atan2(𝑅21, 𝑅11)

•象限信息：图中两箭头的y/x都为1，方向却相差180°；

atan2同时保留x、y的符号。

•适用边界：俯仰区间不含±90°端点；近端点时欧拉角

对误差敏感，同一旋转还存在周期等价角。

x

y

45°

−135°

图：比值相同，象限不同
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：俯仰奇异

欧拉奇异是表示方法失去独立性

欧拉奇异来自表示方法，飞机的物理姿态并未消失。

•奇异位置：俯仰 𝜃 = ±90∘ 时，滚转与

偏航失去独立区分能力。姿态仍在，失

去唯一性的是三角度坐标。

•读动图：赭黄线为偏航轴，红虚线为滚

转轴；俯仰90°时两轴共线但正向相反，

两角同增30°，机体不动。

𝑅(0∘, 90∘, 0∘) = 𝑅(30∘, 90∘, 30∘)

•计算：邻近此处角度可能剧变，宜改用

单位四元数或旋转矩阵连续求解。
图：俯仰90°时两转轴共线（动画）

http://rflysim.com/gif/zh/4.1.5.gif
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角：周期角与最短差角

角度换区间与欧拉奇异是不同问题

角度差要按周期计算，显示数值的跳变可能只是换区间。

图：连续转向时偏航读数跨界（动画）

•周期表示：偏航显示在±180°区间，越

界时数值换号，真实方向仍可连续变化。

•读图：179°到−179°是正转2°，直接相

减得−358°。

•计算含义：atan2由正弦、余弦取最短

有符号差角；换区间不是欧拉奇异。

𝛥𝜓 = atan2(sin 𝑑 , cos 𝑑)

𝑑 = 𝜓2 − 𝜓1

http://rflysim.com/gif/zh/4.1.6.gif
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4.1  运动建模基础与运动学
本章目录

模型框架、坐标与姿态运动学

第四章载具运动建模与仿真
4.1  运动建模基础与运动学
4.2  刚体动力学与运动求解
4.3  动力单元、受力与观测建模
4.4  配平、线性化与动态系统基础
4.5  多旋翼模型逐步编程与仿真
4.6  参数测量与静态模型辨识
4.7  动态系统辨识、验证与模型修正
4.8  典型无人载具建模与扩展
4.9  建模工具、代码生成与模型部署
4.10  API与SDK建模接口
4.11  例程体系与综合实践
4.12  习题案例分析与课程设计

本节 5 个教学单元

4.1.1 建模方法与统一框架
教材对应：详见左栏下方首单元细目

4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角
教材对应：第4.1.4.1节（坐标、旋转矩阵与欧拉角）

4.1.3 四元数与表示转换
教材对应：第4.1.4.1节（四元数与姿态表示）

4.1.4 姿态运动学
教材对应：第4.1.4.1节（旋转运动学方程）

4.1.5 位置、安装点与坐标约定
教材对应：第4.1.4.1节（位置运动学与坐标约定）

首单元教材：4.1.1.1–2、4.1.2.1–4

4.1.3.1–2；模型分类另见4.2.2.1
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.3 四元数与表示转换：从表示走向运动学

三种姿态表达在同一模型中分工协作

用欧拉角读姿态，用矩阵换坐标，用单位四元数承接姿态计算。

欧拉角初姿态 四元数 𝐪 旋转矩阵 𝑅 地面系推力/速度

欧拉角显示

图：同一姿态的保存、运算与显示

欧拉角 (𝜙, 𝜃, 𝜓)

•3个角，直观易读

•设定初姿态与显示

•开篇动图俯仰约−10.3°

•俯仰±90°附近奇异

旋转矩阵 𝑅

•9个元素

•正交且行列式为1

•直接变换速度与推力

•仍只有3个自由度

单位四元数 𝐪

•4个分量，单位范数

•𝐪与 −𝐪同一姿态

•连续积分无欧拉奇异

•乘法次序须统一
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.3 四元数与表示转换：轴角与单位约束

单位四元数把旋转轴和半角写成四个分量

单位四元数用四个受约束的分量表示三个姿态自由度。

•固定约定：Hamilton 四元数标量在前，𝐪 = [𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3]
𝑇，

与𝑅一样描述机体到地面的姿态。

•轴角含义：𝐧为单位旋转轴，𝛼为右手转角；标量取半角余弦，向量沿 𝐧分配半角

正弦。

•单位约束：四分量仅含三个独立自由度，零旋转为 [1,0,0,0]𝖳。单位四元数可跨欧拉

奇异位置连续表示姿态，乘法仍须有序。

𝛼

𝐧

图：旋转轴与转角

𝐪 =
𝑞0
𝐪𝑣

=
cos(𝛼/2)
𝐧 sin(𝛼/2)

, ‖𝐧‖ = 1, 𝑞0
2 + 𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2 = 1
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.3 四元数与表示转换：四元数约束与连续性

正负等价与归一化分别解决什么问题

四元数整体变号不改变姿态，归一化只恢复长度约束。

•两组数、一个姿态：𝐪与−𝐪表示同一空间朝向；插值或比较

相邻四元数时，应先处理这种正负等价，不能把整体变号当

成突然旋转。

•恢复单位长度：非零四元数可除以范数；零四元数无法归一化，也不能表示姿态。

理论算例 [1,0,0,1]𝖳 归一化后表示正偏航90°。

•处理边界：归一化只恢复约束，不纠正坐标方向、乘法次序或转角误差。比较姿态

时须考虑正负等价，不能直接用四分量之差判断。

𝐪 −𝐪

图：正负等价

𝑅(𝐪) = 𝑅(−𝐪), 𝐪unit = 𝐪raw/‖𝐪raw‖ (‖𝐪raw‖ > 0), (1,0,0,1)𝖳 ↦ (1,0,0,1)𝖳/ 2
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.3 四元数与表示转换：四元数乘法

Hamilton 乘法把点乘、叉乘与标量组合起来

Hamilton 乘法同时组合标量、点乘和叉乘，顺序参与决定结果。

•分量记号：𝑝0、𝑞0为标量，𝐩𝑣、𝐪𝑣 为三维向量；⊗表示 Hamilton 乘法，并非四个

分量逐项相乘。

•计算结构：标量项是两个标量的乘积减去点乘；向量项是两项标量与向量的乘积，

再加 𝐩𝑣 × 𝐪𝑣。

•组合顺序：叉乘换序反向，因此一般 𝐩⊗ 𝐪 ≠ 𝐪⊗ 𝐩。单位四元数的有序乘积表示

旋转组合，次序与对应旋转矩阵一致。

𝐩⊗ 𝐪 =
𝑝0𝑞0 − 𝐩𝑣 · 𝐪𝑣

𝑝0𝐪𝑣 + 𝑞0𝐩𝑣 + 𝐩𝑣 × 𝐪𝑣
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.3 四元数与表示转换：旋转作用与逆

共轭夹乘给出与矩阵一致的向量旋转

主动旋转的夹乘顺序与机体到地面的变换方向保持一致。

•纯向量四元数：把 𝐚写成 [0, 𝑎𝑥 , 𝑎𝑦, 𝑎𝑧]
𝖳，标量补零作为运算容器；𝐚本身不必是单

位向量。

N

E

机头朝东

𝐚𝑏 = [1,0,0]𝑇

𝐚𝑒 = [0,1,0]𝑇

图：同一向量，两种分量

𝐚𝑒 = 𝐪⊗ 𝐚𝑏 ⊗𝐪∗, 𝐪∗ = (𝑞0, −𝑞1, −𝑞2, −𝑞3)
𝖳 = 𝐪−1 (‖𝐪‖ = 1)

•旋转约定：𝐪在左、𝐪∗在右夹乘，输出同一向量的地

面分量，与 𝐚𝑒 = 𝑅𝐚𝑏等价。

•共轭与逆：单位 𝐪的共轭才等于逆；交换夹乘两侧可

反向变换，向量长度保持不变。
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.3 四元数与表示转换：四元数到矩阵

四元数展开为完整旋转矩阵

四元数与旋转矩阵是同一姿态的两种表达，变换方向必须相同。

•公式来源：展开 𝐪⊗ [0, 𝐚𝑏] ⊗ 𝐪∗，收集 𝐚𝑏 的三个分量系数即得 𝑅(𝐪)，方向为机体

到地面。

•成立条件：该式已使用 𝑞0
2 + 𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2 = 1；范数漂移时直接代入，矩阵可能不

再正交。

•读式与用途：平方项给出同轴投影，交叉项组合不同轴；零旋转 [1,0,0,0]𝖳 得单位矩

阵。速度、推力与观测方向均用这同一变换。

𝑅(𝐪) =

1 − 2(𝑞2
2 + 𝑞3

2) 2(𝑞1𝑞2 − 𝑞0𝑞3) 2(𝑞1𝑞3 + 𝑞0𝑞2)

2(𝑞1𝑞2 + 𝑞0𝑞3) 1 − 2(𝑞1
2 + 𝑞3

2) 2(𝑞2𝑞3 − 𝑞0𝑞1)

2(𝑞1𝑞3 − 𝑞0𝑞2) 2(𝑞2𝑞3 + 𝑞0𝑞1) 1 − 2(𝑞1
2 + 𝑞2

2)
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.3 四元数与表示转换：欧拉角到四元数

欧拉角按既定次序组合成四元数

半角正弦与余弦按既定乘法次序组成完整四元数。

•组合原则：三个单轴四元数按 𝐪 = 𝐪𝑧(𝜓) ⊗ 𝐪𝑦(𝜃) ⊗ 𝐪𝑥(𝜙)相乘，顺序对应 𝑅𝑧𝑅𝑦𝑅𝑥。

•半角记号：𝐶𝛼 = cos(𝛼/2)、𝑆𝛼 = sin(𝛼/2)；四行依次为 𝑞0、𝑞1、𝑞2、𝑞3。

•使用方式：欧拉角便于设置初始朝向，再转成四元数保存。三个角全零时得到

[1,0,0,0]𝖳；误用整角函数会产生错误姿态。

𝐪 =

𝐶𝜓𝐶𝜃𝐶𝜙 + 𝑆𝜓𝑆𝜃𝑆𝜙
𝐶𝜓𝐶𝜃𝑆𝜙 − 𝑆𝜓𝑆𝜃𝐶𝜙
𝐶𝜓𝑆𝜃𝐶𝜙 + 𝑆𝜓𝐶𝜃𝑆𝜙
𝑆𝜓𝐶𝜃𝐶𝜙 − 𝐶𝜓𝑆𝜃𝑆𝜙
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.3 四元数与表示转换：代入计算

同一双角度姿态得到怎样的四元数

两个非零角度共同检验半角代入与四元数乘法次序。

•继续理论算例：𝜙 = 0、𝜃 = 30∘、𝜓 = 90∘，因此半角是0、15°、45°；代入完整半角

公式得到下式。

•数值含义：第一项是标量，后三项是向量；𝑞1为负、𝑞2为正来自乘法次序。精确根

式的平方和为一，小数仅作近似。

•几何含义：机头朝东且抬起30°；后续转回矩阵，核验它与欧拉角表达一致。

E

D

30°

机头

图：同一朝东抬头姿态

𝐪 =
1

4

3 + 1

−( 3 − 1)

3 − 1

3 + 1

≈

0.683013
−0.183013
0.183013
0.683013
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.3 四元数与表示转换：图解与核验

同一输入，沿两条路径计算同一姿态

完整矩阵相等且物理方向一致，才能说明姿态约定匹配。

同一欧拉角

0°、30°、90°

𝑅𝑧𝑅𝑦𝑅𝑥

比较完整矩阵

再检查机头方向

范数与正交性检查“是否合法”；矩阵与方向检查“是否同一姿态”。

图：姿态转换函数的两路交叉核算

单位四元数 𝐪
𝑅(𝐪)
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.3 四元数与表示转换：代入计算

由欧拉角与四元数交叉核验同一姿态

•同一题设：𝜙 = 0、𝜃 = 30∘、𝜓 = 90∘，机头朝东并抬起30°。将半角0°、15°、45°代

入得到：

𝐪 = Τ1 4 [ 3 + 1, −( 3 − 1), 3 − 1, 3 + 1]𝖳

𝐪 ≈ [0.683013, −0.183013, 0.183013, 0.683013]𝖳

𝑅(𝐪) =

0 −1 0

3/2 0 1/2

−1/2 0 3/2

= 𝑅𝑧(90
∘)𝑅𝑦(30

∘)𝑅𝑥(0)

•交叉核验：范数、正交性检查是否合法；两路矩阵相等且前轴方向一致，才说明约

定匹配。前向10 m/s映成东向8.66、向上5 m/s。

欧拉角 → 𝑅𝑧𝑅𝑦𝑅𝑥

欧拉角 → 𝐪 → 𝑅
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4.1  运动建模基础与运动学
本章目录

模型框架、坐标与姿态运动学

第四章载具运动建模与仿真
4.1  运动建模基础与运动学
4.2  刚体动力学与运动求解
4.3  动力单元、受力与观测建模
4.4  配平、线性化与动态系统基础
4.5  多旋翼模型逐步编程与仿真
4.6  参数测量与静态模型辨识
4.7  动态系统辨识、验证与模型修正
4.8  典型无人载具建模与扩展
4.9  建模工具、代码生成与模型部署
4.10  API与SDK建模接口
4.11  例程体系与综合实践
4.12  习题案例分析与课程设计

本节 5 个教学单元

4.1.1 建模方法与统一框架
教材对应：详见左栏下方首单元细目

4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角
教材对应：第4.1.4.1节（坐标、旋转矩阵与欧拉角）

4.1.3 四元数与表示转换
教材对应：第4.1.4.1节（四元数与姿态表示）

4.1.4 姿态运动学
教材对应：第4.1.4.1节（旋转运动学方程）

4.1.5 位置、安装点与坐标约定
教材对应：第4.1.4.1节（位置运动学与坐标约定）

首单元教材：4.1.1.1–2、4.1.2.1–4

4.1.3.1–2；模型分类另见4.2.2.1
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：旋转轴与角率映射

机体角速度为什么不等于欧拉角率

欧拉角率是姿态参数的变化，必须由实际角速度经过几何映射得到。

•物理含义：𝑝, 𝑞, 𝑟是绕当前机体前、右、下三轴的角速度分量；滚转𝜙、俯仰𝜃、偏

航𝜓则按ZYX次序描述姿态，三次旋转所依据的轴并不全是最终机体轴。

•映射原因：各欧拉角率先投影到同一机体系，再相加形成实际角速度。反向求解得

到下式，矩阵随当前姿态变化，陀螺输出因此不能直接逐分量积分为欧拉角。

ሶ𝜙
ሶ𝜃
ሶ𝜓

=

1 sin𝜙tan𝜃 cos𝜙tan𝜃
0 cos𝜙 −sin𝜙
0 sin𝜙/cos𝜃 cos𝜙/cos𝜃

𝑝
𝑞
𝑟

•适用条件：角度以弧度进入计算，cos𝜃必须非零；当滚转和俯仰都很小时，映射才

近似单位阵，单轴水平算例不能证明一般姿态下也能直接对应。
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：图解与核验

欧拉角率的转轴与陀螺机体轴不同

先统一各转动分量的坐标轴，再合成实际角速度。

偏航率：地面下轴

N E

D

𝑥𝑏

𝑦𝑏𝑧𝑏

ሶ𝜓

俯仰率：中间右轴

N E

D

𝑥𝑏

𝑦𝑏𝑧𝑏

ሶ𝜃

滚转率：最终前轴

N E

D

𝑥𝑏

𝑦𝑏𝑧𝑏

ሶ𝜙
图例：■欧拉转轴 ■■■最终机体前、右、下轴 ■ NED（灰色虚线）

图：ZYX欧拉角率的三根瞬时转轴
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：欧拉角率算例与奇异性

同一角速度，在水平与倾斜姿态下怎样变化

倾斜算例能揭示直接积分𝑝, 𝑞, 𝑟的错误，奇异性属于姿态表示。

•统一题设：机体角速度取[𝑝, 𝑞, 𝑟] = [0,0,1] rad/s。水平姿态𝜙 = 𝜃 = 0时，三个角率

为[0,0,1] rad/s；这只是映射恰好退化为单位阵的特例。

•倾斜计算：改为𝜙 = 30∘、𝜃 = 60∘，逐行代入得滚转角率1.5、俯仰角率−0.5、偏航

角率1.732051 rad/s；三个欧拉角同时变化，实际角速度仍只沿机体下轴。

ሶ𝜙 = cos30∘tan60∘ = 1.5, ሶ𝜃 = −sin30∘ = −0.5

ሶ𝜓 = cos30∘/cos60∘ = 1.732051 rad/s

•奇异解释：𝜃接近±90°时，正切和余弦分母使角率表示敏感甚至无定义，机体并不

因此产生无限角速度。大姿态运动宜用四元数积分，再按需输出欧拉角。
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：图解与核验

同一个机体系输入，对应不同的欧拉角率

相同的𝑝、𝑞、𝑟，经过随姿态变化的映射得到不同欧拉角率。

水平：𝜙 = 0, 𝜃 = 0 倾斜：𝜙 = 30∘, 𝜃 = 60∘

𝑥𝑏 / N
𝑦𝑏 / E

𝑧𝑏 / D

N
E

D

𝑥𝑏

𝑦𝑏

𝑧𝑏

两侧输入均为 [𝑝, 𝑞, 𝑟] = [0,0,1] rad/s

[ ሶ𝜙, ሶ𝜃, ሶ𝜓] = [0,0,1] [ ሶ𝜙, ሶ𝜃, ሶ𝜓] = [1.5, −0.5,1.732]

图：沿各自机体下轴的同一角速度分量
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：同输入的连续转动

保持相同机体角速度，欧拉角率仍随姿态变化

相同的𝑝、𝑞、𝑟，经过随姿态变化的映射得到不同欧拉角率。

图：两种初态沿各自机体下轴转动，欧拉角率按当前姿态重算

http://rflysim.com/gif/zh/4.1.7.gif
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：叉乘矩阵与姿态微分

旋转矩阵的导数来自机体轴的转动

姿态微分把角速度转成坐标轴的连续变化，并保留旋转约束。

•几何来源：机体固定轴随角速度转动，瞬时导数等于角

速度叉乘该轴。右图正偏航使前轴导数沿当前右轴。

ሶ𝑅 = 𝑅[𝛚𝑏]×, [𝛚𝑏]× =

0 −𝑟 𝑞
𝑟 0 −𝑝
−𝑞 𝑝 0

•乘法方向：角速度在机体系表达，先求机体轴的变化，再乘 𝑅转到地面；这决定右

乘次序。

•约束：𝑅𝖳𝑅 = 𝐼、det𝑅 = 1。九个元素只表示三个转动自由度；数值积分误差可能破

坏正交性。

𝐱𝑏 ሶ𝐱𝑏,𝑒

当前轴
稍后方向
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：图解与核验

轴在转动时，它的导数沿瞬时切线

叉乘给出轴方向的变化，再由R转换到地面坐标。

𝐱𝑏
稍后前轴

瞬时变化向右

正偏航

俯视；此刻FRD与NED对齐

•几何关系：𝛚𝑏 = 𝑟𝐳𝑏，因此

𝛚𝑏 × 𝐱𝑏 = 𝑟𝐲𝑏。

•坐标关系：先在机体系求轴的变

化，再乘𝑅转出，得到 ሶ𝑅 =

𝑅[𝛚𝑏]×。

图：正偏航瞬间的前轴与切向变化
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：Hamilton约定与分量公式

四元数微分把角速度变成姿态变化

固定旋转方向、分量顺序和乘法约定，四元数导数才有唯一实现。

•表示约定：𝐪 = [𝑞0, 𝐪𝑣]表示机体到地面旋转，𝑞0为标量且放在第一项，𝐪𝑣是三维向

量；采用Hamilton乘法，𝛚𝑏在机体系表达，姿态增量从右侧相乘。

•公式含义：乘积的标量部分包含向量点积，向量部分包含叉乘。将纯角速度四元数

[0,𝛚𝑏]代入，即得到四个姿态导数；粗体𝐪与角速度分量𝑞是不同变量。

ሶ𝐪 = Τ1 2𝐪⊗ [0,𝛚𝑏
𝖳 ]𝖳 = Τ1 2

−𝛚𝑏
𝖳𝐪𝑣

𝑞0𝛚𝑏 + 𝐪𝑣 ×𝛚𝑏

•约束与用途：单位四元数满足𝐪𝖳𝐪 = 1，表示三个转动自由度，𝐪与−𝐪对应同一姿态。

公式避开欧拉俯仰奇异点，但数值实现仍须保持范数并核对旋转方向。

𝐩⊗ 𝐪 = 𝑝0𝑞0 − 𝐩𝑣 · 𝐪𝑣, 𝑝0𝐪𝑣 + 𝑞0𝐩𝑣 + 𝐩𝑣 × 𝐪𝑣
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：单轴旋转与有限增量

恒定角速度的解析姿态与一步更新

转角决定四元数半角，角速度恒定时可直接构造单位姿态增量。

•单轴解析题：由单位姿态出发，绕机体下轴以 𝜋/2 rad/s匀速旋转；1 s后机头从北

转向东，物理转角90°。

𝐪(𝑡) = [cos(𝜋𝑡/4), 0,0, sin(𝜋𝑡/4)]𝖳

•一步更新：步长 ℎ内机体角速度恒定时，𝐪𝑘+1 = 𝐪𝑘 ⊗𝛿𝐪；角速度为零时取单位增

量，避免归一化零向量。

𝛿𝐪 = [cos(∥ 𝛚𝑏 ∥ ℎ/2), 𝐧
𝖳sin(∥ 𝛚𝑏 ∥ ℎ/2)]

𝖳, 𝐧 = 𝛚𝑏/∥ 𝛚𝑏 ∥
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：图解与核验

机头转90°，四元数计算使用45°半角

半角属于姿态的表示公式，实际机头仍转过完整90°。

0 s：朝北

1 s：朝东

实际转角

90°

代入半角：90° / 2 = 45°

•恒定角速度：𝜔𝑧 = 𝜋/2 rad/s。一

个步长内角速度近似恒定时，可用

同样方法构造单位增量。

图：实际转角与表示公式中半角的不同职责

𝐪(1) =
2

2
, 0,0,

2

2

𝖳
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：机体系增量的右乘含义

不同轴的两次旋转不能交换顺序

姿态乘法顺序决定增量沿哪组轴发生，范数正确并不保证方向正确。

•明确过程：先绕𝑥轴滚转90°，再绕当前机体𝑧轴转90°。第二次转轴已经随第一次旋

转改变，因此机体系增量应右乘当前四元数，对应矩阵𝑅𝑥𝑅𝑧。

𝐪𝑥 = [𝑐, 𝑐, 0,0]𝖳, 𝐪𝑧 = [𝑐, 0,0, 𝑐]𝖳, 𝑐 = 2/2

𝐪𝑥 ⊗𝐪𝑧 = [0.5,0.5, −0.5,0.5]𝖳, 𝑅𝑥𝑅𝑧𝐞𝑥 = 𝐞𝑧

•结果对照：正确乘积的第三个分量为−0.5，机体前轴最终朝下；交换乘法后该分量

变为+0.5，前轴改为朝东。两者都保持单位范数，却表示不同姿态。

𝐪𝑧 ⊗𝐪𝑥 = [0.5,0.5,0.5,0.5]𝖳, 𝑅𝑧𝑅𝑥𝐞𝑥 = 𝐞𝑦

•为什么有鉴别力：从单位姿态只做一次单轴转动时，左右乘可能给出相同结果；选

择不平行的两个轴，才能暴露“公式合法但旋转顺序用错”的问题。
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.4 姿态运动学：图解与核验

每转一次，下一次“机体轴”也跟着改变

交换机体系旋转增量，最终前轴从朝下变为朝东。

𝑥𝑏 / N 𝑦𝑏 / E

𝑧𝑏 / D

初始

E𝑥𝑏 / N

𝑦𝑏 / D

𝑧𝑏

绕当前 𝑥𝑏 +90°

N E

𝑥𝑏 / D

𝑦𝑏𝑧𝑏

绕当前 𝑧𝑏 +90°

前轴朝 D

𝑥𝑏 / N 𝑦𝑏 / E

𝑧𝑏 / D

初始

N 𝑥𝑏 / E

𝑦𝑏
𝑧𝑏 / D

绕当前 𝑧𝑏 +90°

𝑥𝑏 / E

𝑦𝑏 / D

𝑧𝑏 / N

绕当前 𝑥𝑏 +90°

前轴朝 E

图：两条机体系旋转序列；彩色为前、右、下三轴
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4.1  运动建模基础与运动学
本章目录

模型框架、坐标与姿态运动学

第四章载具运动建模与仿真
4.1  运动建模基础与运动学
4.2  刚体动力学与运动求解
4.3  动力单元、受力与观测建模
4.4  配平、线性化与动态系统基础
4.5  多旋翼模型逐步编程与仿真
4.6  参数测量与静态模型辨识
4.7  动态系统辨识、验证与模型修正
4.8  典型无人载具建模与扩展
4.9  建模工具、代码生成与模型部署
4.10  API与SDK建模接口
4.11  例程体系与综合实践
4.12  习题案例分析与课程设计

本节 5 个教学单元

4.1.1 建模方法与统一框架
教材对应：详见左栏下方首单元细目

4.1.2 坐标、旋转矩阵与欧拉角
教材对应：第4.1.4.1节（坐标、旋转矩阵与欧拉角）

4.1.3 四元数与表示转换
教材对应：第4.1.4.1节（四元数与姿态表示）

4.1.4 姿态运动学
教材对应：第4.1.4.1节（旋转运动学方程）

4.1.5 位置、安装点与坐标约定
教材对应：第4.1.4.1节（位置运动学与坐标约定）

首单元教材：4.1.1.1–2、4.1.2.1–4

4.1.3.1–2；模型分类另见4.2.2.1
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.5 位置、安装点与坐标约定：状态与位置更新

运动状态保存什么，位置又怎样更新

六自由度说明位置与姿态，预测运动还需保存速度和角速度。

•刚体状态：位置𝐫𝑒、速度𝐯𝑒在地面系表达，角速度𝛚𝑏在机体系表达，𝐪保存机体到

地面的姿态；初值和受力共同决定后续运动。

𝐱 = [𝐫𝑒
𝖳, 𝐯𝑒

𝖳, 𝐪𝖳, 𝛚𝑏
𝖳 ]𝖳, 𝐪𝖳𝐪 = 1

•位置更新：机头朝东，且只沿机体前向以2m/s匀速运动，两秒向东移动4m。转向

后先更新𝑅，再转换速度；执行器动态还会另增状态。

ሶ𝐫𝑒 = 𝐯𝑒 = 𝑅𝐯𝑏

位置：3个数 速度：3个数 四元数：4个数 角速度：3个数

图：13个存储数；单位范数约束后为12个独立状态
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.5 位置、安装点与坐标约定：位置变换与算例

安装点的位置要先旋转，再加质心位置

旋转转换方向，平移补上两个原点之间的位置差。

•位置关系：𝐶是质心，𝑃为安装点；𝐫𝐶,𝑒与

𝐫𝑃,𝑒共用同一地面原点。

𝐫𝑃,𝑒 = 𝐫𝐶,𝑒 + 𝑅𝛒𝐶𝑃,𝑏

•题设：机头朝东，位置单位为m。

𝑅𝛒𝐶𝑃,𝑏 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

2
1
0

=
−1
2
0

m

•位置结果：前2m、右1m转为东2m、南1m，再加质心位置得[99,202,−10]𝖳m。

𝐫𝐶,𝑒 = [100,200,−10]𝑇

𝛒𝐶𝑃,𝑏 = [2,1,0]𝑇

N

E
C

P

前2 m → 东2 m

右1 m

↓ 南1 m

图：质心附近的安装点位移
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.5 位置、安装点与坐标约定：速度与相对运动

速度换坐标与不同点的速度不能混用

同一速度换坐标只需旋转，不同点的速度还包含刚体运动。

•同一速度：𝐯𝐶,𝑏 与 𝐯𝐶,𝑒 都是质心相对地面的速度，只是沿不同轴分解，变换不加入

原点位置。

𝐯𝐶,𝑒 = 𝑅𝐯𝐶,𝑏, 𝐯𝑃,𝑒 = ሶ𝐫𝐶,𝑒 + ሶ𝑅𝛒𝐶𝑃,𝑏 + 𝑅 ሶ𝛒𝐶𝑃,𝑏

•不同点：安装点位置求导后，速度包含质心平移、机

体转动、安装点相对机体运动三项。

•固定安装： ሶ𝛒𝐶𝑃,𝑏 = 0，但 ሶ𝑅𝛒𝐶𝑃,𝑏可非零；质心不动，

偏心传感器仍可沿圆弧运动。

C P

切向速度𝑣𝐶 = 0

安装点相对机体固定

图：偏心点随机体转动
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4.1  运动建模基础与运动学
4.1.5 位置、安装点与坐标约定：接口约定互换

坐标约定转换包含轴序与符号两部分

坐标约定改变时，轴的排列与符号需要一起转换。

•地面轴序：东北天（ENU）按东、北、上排列。NED转

ENU时，前两分量互换，第三分量反号。

𝐚𝐸𝑁𝑈 =
0 1 0
1 0 0
0 0 −1

𝐚𝑁𝐸𝐷, 𝐚𝐹𝐿𝑈 =
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

𝐚𝐹𝑅𝐷

•机体正向：前左上（FLU）保留前向，将右轴、下轴同时反向；两轴翻转仍保持右

手关系。
•使用边界：以上转换向量分量，位置还需考虑原点差；姿态矩阵要转换两端坐标基。

北向1 m在ENU中为 [0,1,0]𝖳 m。

N：①→②

E：②→①
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4.1  运动建模基础与运动学
课堂练习

换坐标会改变速度大小吗

坐标变换改变分量，正交旋转保持向量长度与真实运动。

•题设：载具水平、偏航 𝜓 = 45∘，机体速度 𝐯𝑏 = [2,1,0]𝑇m/s。

求地面速度，判断有无向下分量，并比较转换前后的速率。

𝐯𝑒 = [2cos45∘ − sin45∘, 2sin45∘ + cos45∘, 0]𝖳

𝐯𝑒 = [0.707107,2.121320,0]𝖳 m/s, ∥ 𝐯𝑒 ∥=∥ 𝐯𝑏 ∥

•解答：前、右分量投影到北、东轴，竖直分量为零。图中东向贡献相加、北向贡献

部分抵消；两种表达的速率均为 5 ≈ 2.236068m/s，保持不变。

N

E

2𝐞𝑥𝑏

𝐞𝑦𝑏
45∘

图：速度向量相加

•反向核验：𝑅𝑇𝐯𝑒应恢复[2,1,0]𝑇 Τm s。往返运算检查正逆一致性；实际方向仍须对照

北、东轴。
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4.1  运动建模基础与运动学
课堂练习

自检：方向、半角与角率映射

先用已知方向、半角和角率映射核对，再相信程序输出。

•题3：𝜙 = 30∘, 𝜃 = 0，陀螺读数 [𝑝, 𝑞, 𝑟] = [0,0.2,0] rad/s。三个欧拉角率各是多少？

•题1：水平姿态、𝜓 = 135∘，机体前向速度3 m/s。地面速度是多少？朝哪个方向？

•题2：绕机体下轴以𝜔𝑧 = 𝜋/3 rad/s 匀速旋转，步长0.5 s。一步增量 𝛿𝐪是多少？

•参考要点：题1 𝐯𝑒 = [−2.121,2.121,0]𝖳 m/s，朝东南；题2 转角30°，代入半角15°得

𝛿𝐪 = [0.9659,0,0,0.2588]𝖳；题3 [ ሶ𝜙, ሶ𝜃, ሶ𝜓] = [0,0.173,0.1] rad/s，俯仰率与偏航率同时

非零。
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4.1  运动建模基础与运动学
课堂练习：一维升降例程入口

用2 kg教学模型复现推力到高度的计算

先核输入与初值，再用输出表和曲线解释每一段运动。

•目录：[安装目录]/RflySimAPIs/4.RflySimModel/1.BasicExps/

e6_ModelingLearningLab/01_VerticalRigidBody/，先读 Readme.pdf

r = vertical_beginner;

•运行：离线计算，只需MATLAB。把当前目录切到该文件夹，在 vertical_beginner.m 

中核对质量、重力、分段推力和初高，再执行上式。

•正常结束：命令行显示 3 s 时 height = 2 m、vD = 0 和 Default-case checks passed.；

outputs 中生成 CSV 表、JSON 误差与曲线 PNG。

•常见失败：安装目录不可写时，把可写目录作第一个参数，如

vertical_beginner(fullfile(tempdir,'vb'))；步长须整除 0.5 s，否则 assert 报错。
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4.1  运动建模基础与运动学
课堂练习：离线参考结果判读

推力先加速，主动制动后才能静止

结果要按输入时段、坐标符号、误差和模型边界解释。

•读图：上栏是推力分段；加速段速度

升到1 m/s，制动段降回0。

•结论：3 s时高度2 m、速度0；若加速

后直接恢复19.6 N，3 s时约升到3 m。

•步长检查：dt减半，最大位置误差约

由0.005 m降到0.0025 m。

•改质量：2.2 kg时19.6 N不足以平衡

21.56 N重力，高度持续下降。
图：一维升降参考曲线（教学算例，非平台实测）
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4.1  运动建模基础与运动学
本节小结

从模型边界到运动结果，保持同一套约定

模型边界、坐标约定和结果证据一致，预测才可解释。

•先定对象与边界：教材完整模型连接执行器、环境、受力、机身和观测；2 kg教学

案例只在已声明条件下给定推力或取零某些作用。

•统一NED/FRD、单位与变换方向：向量换坐标用旋转矩阵；安装点还须考虑原点，

角速度须经运动学才能更新姿态。

•同一输入核对一步代入与整段结果；正交矩阵、单位四元数和物理方向均要检查，

数值合法不等于方向正确。

•易错点：把p、q、r直接积分成欧拉角；R与其转置用反（正交检查照样通过）；四

元数误用整角；NED中上升速度为负；机体系增量误用左乘。下一节由合力和惯量

求加速度。


