
多旋翼飞行器设计与控制

第八讲 可观性和卡尔曼滤波器

全权 副教授

qq_buaa@buaa.edu.cn
自动化科学与电气工程学院

北京航空航天大学



2017/3/20 2

东方智慧

盲人摸象
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什么是可观性？如何设计卡尔曼滤波器？

核心问题



大纲

1.可观性

2.卡尔曼滤波

3.多速率采样卡尔曼滤波

4.扩展卡尔曼滤波

5.本讲小结
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可观性就是回答“状态的变化能否由输出反映出来”

中医“望闻问切”

是否能瞧病？

网络大数据作为输出，能否观测

更有价值信息？

三个关键词：动态系统、状态、输出



可观性

2017/3/20 6

状态B

状态C

黑箱系统

输入信号

状态D

状态A输入信号

观测信号

观测信号

直观地，状态A和状态C是不可观的



可观性

2017/3/20 7

连续线性系统

考虑如下连续线性系统

T

 



x Ax Bu
y C x



其中

定义1.如果在有限时间间隔 内，根据输出值 和输入值 ，

能够确定系统的初始状态 的每一个分量，那么称此系统是完全

可观的，简称可观测。

0 ft t t   ty  tu

 0tx

三个关键词：动态系统、状态、输出

（1）定义

, , , , ,n m m n n n m n m       x y u A B C     
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连续线性系统

   

T

T T T T T

T 2 T T T T T 2

2
1 T 2 T 1
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= =
+ =

n
n kn k n

k


   
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    

 

y C x
y C x C Ax C Bu y C Bu C Ax
y C A x C ABu C Bu y C ABu C Bu C A x

y C A Bu C A x

  
   


   

T

v

2
1 T 2

0

n
n kn k

k


  



 
  
  
 
   



y
y C Bu

O x

y C A Bu


 其中

（2）直观解释

T

T

v

T 1n

 
 
   
 
  

C
C A

O

C A


由系统方程可知

为什么不多求
几阶导数？如：

v
v T n

 
   

 

O
O

C A
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为什么不多求几阶导数？如： v
v T n

 
   

 

O
O

C A

因此可观性矩阵的秩并不会增加

所以只求到（n-1）阶导数

连续线性系统

根据凯利-哈密尔顿定理

T T T T 1
0 1

n n
n      C A C C A C A
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连续线性系统

   

T

1
v

2
1 T 2

0

n
n kn k

k




  



 
  
 
 
   



y
y C Bu

x O

y C A Bu




进一步

定理1.系统 可观测的充分必要条件 。T

 



x Ax Bu
y C x



（3）定理
利用此方程可以通过历史观测值y
逆向唯一求解出状态x

rank v nO

rank v nO
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连续线性系统
（4）例子

例1. 给出两个传感器GPS和加速度计，那么哪一个能够稳定地估计出

一维运动小车的速度？

• GPS。为了简化起见，我们用GPS观测位置，一般用如下模型

其中 分别表示位置和速度， 表示已知统计特性的噪声。,x v

v

1 0
0 1
 

  
 

O
可观！

能够稳定地

估计小车的速度y=x，故位置状态x可通过
输出 y直接求导得到，需
要估计的是速度状态v

 
T

1

00 1
0 0

y 1 0

p p
v v

p
v


      

        
       

 
  

 

A

C


 

1 
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连续线性系统
（4）例子

• 加速度计。为了简化起见，用加速度计估计速度，一般用如下模型

其中 分别表示速度和加速度， 表示已知统计特性的噪声。

不可观！

不能够稳定地

估计小车的速度

,v a

v

0 1
0 0
 

  
 

O
 

T

2

00 1
0 0

y 0 1

v v
a a

v
a


      

        
       

 
  

 

A

C


 

2 
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连续线性系统
（4）例子

• 加速度计。

两个自由落体的小球

加速度一样，但是初

始速度不一样。无法从

输出（加速度），观测出

小球初始速度（状态）。

不可观。
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离散线性系统

（1）定义

对于连续线性系统，可以通过采样周期 精确地将连续系统转化成离散

系统。将连续系统模型转换成如下离散采样线性系统

其中

1 1

T

k k k

k k

  



x Φx u

y C x

定义2. 如果在有限时间间隔 内，根据输出值 和外界输入值 ，
能够确定系统的初始状态 的每一个分量，那么称此系统是完全可
观的，简称可观测。

sNT ky ku

0x

sT

   1 1 1 10
, , 1 ,s

TT s
k k s s k ke t t k T kT e ds            A AΦ x u u u B u
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离散线性系统

（2）直观解释
T

0 0
T T T T T

1 1 0 0 1 0 0
T T T T T T 2

2 2 1 1 2 1 0 0

1
T 1 T

0
0

n
n k n

n k
k


 





     

      

 

y C x

y C x C Φx C u y C u C Φx

y C x C Φx C u y C u C Φu C Φ x

y C Φ u C Φ x



T0

1 T

0

2
T 2 T 1

1
0

n
n k n

n k
k


  




                      


y
C

y
C Φ

x

y C Φ u C Φ




定理2. 系统

可观测的充分必要条件是

T

T

T 1

rank

n

n



 
 
   
 
  

C
C Φ

C Φ


（3）定理

1 1
T

k k k

k k

  



x Φx u

y C x
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概述
卡尔曼滤波器是一种递推线性最小方差估计算法。它的最

优估计需满足以下三个条件：

1）无偏性：即估计值的期望等于状态的真值；

2）估计的方差最小；

3）实时性。

若 ，那么意味着 是参数 的无偏估计，否则为有偏估计，

其中 表示期望。
 ˆE   ̂ 

 E 

若 ，如果对于任意一个估计 ，我们有 ，
那么称 为最小方差估计，其中D(·)表示方差。

    2ˆ ˆD E        ˆD D  

̂
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模型描述

假设线性离散系统模型如下：

式中，过程噪声 和观测噪声 的统计特性为1kw kv

独立不相关

     

   

   

1

T

T

E ,E , ,

,
, E

,

,
, E

,

k k

k
k j k kj

k
k j k kj

k j

k j
k j

k j

k j
k j

k j





   


    


    

wv

ww

vv

w 0 v 0 R 0

Q
R w w Q

0

R
R v v R

0

自相关系数

互相关系数

系统噪声方差阵

观测噪声方差阵

克罗内克δ函数

1,
0,kj

k j
k j




  

wwR

wvR

k Q 0
k R 0

1 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

      
 

x Φ x u Γ w
z H x v
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模型描述

初始状态 的统计特性为0x

   0 0 0 0ˆE ,cov x x x P

还假设状态的初始值 与 ，
均不相关，并且噪声向量 与 也不
相关，即有：

0 , kx u 1, , 1k k k w v

1kw kv

独立不相关

   
   
   

T
0

T
0

T

0, E

0, E

, E

k

k

k j

k

k

k j

 

 

 

xw

xv

uw

R x w 0

R x v 0

R u w 0

其中， 表示协方差 cov 
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卡尔曼滤波器推导思路

| 1| 1 1ˆ ˆk k k k k k k k k     x K x K z K u

目的：假设滤波器形式

其中 是 的最优线性估计（最小方差无偏估计）。求

使得 是 的最优线性估计。

1| 1ˆ k k x 1kx

|ˆ k kx kx
, ,k k k K K K
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卡尔曼滤波器推导思路

又因为要求 ，又已知

不能要求 ，那么只能让

 |E k k x 0  1| 1 1E ,E( ) , E( )k k k k    x 0 v 0 w 0

1 1E( ) ,E( )k k  x 0 u 0

第一步：求 使得 是 的无偏估计

因为

|ˆ k kx kx

1 1k k k k k

k n k k

   
  

K Φ K H Φ
K I K H

   
   

| 1 1 1 1 1| 1

1 1 1 1

ˆk k k k k k k k k k k k

k k k k k n k k k k k k

     

   

     

     

x Φ K H Φ K x K x x

Γ K H Γ w I K H K u K v



,k k K K

1 1k k k k k n n

n k k k n n

  



  
  

Φ K H Φ K 0
I K H K 0

| |ˆk k k k k x x x
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卡尔曼滤波器推导思路

第一步：求 使得 是 的无偏估计|ˆ k kx kx

 | | 1 | 1ˆ ˆ ˆk k k k k k k k   x x K z z

其中

,k k K K

物理意义？

1 1k k k k k n n

n k k k n n

  



  
  

Φ K H Φ K 0
I K H K 0

| 1 1 1| 1 1

| 1 | 1

ˆ ˆ
ˆ ˆ

k k k k k k

k k k k k

    

 

 


x Φ x u
z H x

+
      

       
       

状态 状态 卡尔曼 新息

更新值 预测值 增益 矢量
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卡尔曼滤波器推导思路

第二步：求 使得 是 的最小方差估计|ˆ k kx kxkK

也就是求解优化问题

  T
| | |min  tr min E tr

k k
k k k k k k

K K
P x x 

这里

其中  T
| 1 | 1 | 1Ek k k k k k  P x x 

进一步可以得到 当作已知

   T T
| | 1=k k n k k k k n k k k k k  P I K H P I K H K R K

T T
| 1 1 1| 1 1 1 1 1=k k k k k k k k k       P Φ P Φ Γ Q Γ
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卡尔曼滤波器推导思路

第二步：求 使得 是 的最小方差估计|ˆ k kx kx
kK

也就是求解优化问题

  T
| | |min  tr min E tr

k k
k k k k k k

K K
P x x 

  1T T
| 1 | 1k k k k k k k k k



  K P H H P H R T
| 1k k k k k H P H R 正定矩阵

一般极值在导数为

零处求得

 Td tr 2
d

ABA AB
A

其中 ，B是

对称阵.

TB B

 | | 1k k n k k k k P I K H P

   T T T
| | 1 | 1tr 2 2 =k k k k k k k k k k k n m

k
  


   


P P H K H P H R 0

K
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卡尔曼滤波器算法总结

1.状态预测

2.误差协方差预测

3.卡尔曼滤波器增益

  1T T
| 1 | 1k k k k k k k k k



  K P H H P H R

4.状态估计校正

 | | 1 | 1ˆ ˆ ˆk k k k k k k k   x x K z z

| 1 | 1ˆ ˆk k k k k z H x其中

5.误差协方差估计校正

 | | 1k k k k k k P I K H P

T T
| 1 1 1| 1 1 1 1 1k k k k k k k k k        P Φ P Φ Γ Q Γ

| 1 1 1| 1 1ˆ ˆk k k k k k     x Φ x u

 







zk
K k

|x̂k k

1| 1x̂k k 
| 1x̂k k

1uk

Hk 1Φk
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其他说明
（1）一般来说，采样周期合理情况下，连续系统可观，离散化的系统也会

可观。然而有时候采样周期选择不当，系统可能失去可控性及可观性。

（2）卡尔曼滤波器是一种最优的观测器，观测增益 是时变的。

（3） 需要是非奇异的，否则

无法实现。

（4）如果 不可观，那么卡尔曼滤波器仍然可以运行，只不过不可

观的模态没有进行修正，只是递推罢了。极端情况 ，那么

整个系统完全不可观，那么

T
| 1k k k k k H P H R

kK

  1T T
| 1 | 1k k k k k k k k k



  K P H H P H R

k H 0 k K 0

| 1 1| 1 1
T T

| 1 1| 1 1 1 1 1

ˆ ˆk k k k k k

k k k k k k k k k

   

      

 
 

x Φ x u
P Φ P Φ Γ Q Γ

 1, kkΦ H
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模型

考虑一类多速率采样的线性离散系统:

其中：状态和噪声的定义与前面相同，不同在于传感器观测。
假设系统基本采样周期为 ,两种不同传感器的采样周期分别
为 ，且 为 的整数倍，即 。它们
测量矩阵为 ，噪声方差阵 （非奇异）， 。令

表示各观测数据的采样周期的最小公倍数。当没有观测量时，
我们认为 ，为了保证算法不发生奇异问题，方差阵设置为
单位阵（只要不是0的常数阵都可以）。

0T
 1,2iT i   1, 2iT i  0T 0 ,i i iT nT n 

im n
ik

H  i im m
ik

R  1,2i 
0T

k H 0

1 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

      
 

x Φ x u Γ w
z H x v
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模型改进

最终，观测阵 以及观测噪声方差阵 均以 为周期变化，即kH kR 0T

在整个过程中，观测阵 、观测噪声方差阵 和观测量 的维数在不断的变
化，而 和 会根据每一步的信息更新而更新。它的推导过程就与经典的卡
尔曼滤波器就相同了。

kH kR
kz

|ˆ k kx |k kP

   
   1 2

,if mod , 0 & mod , 0

diag , ,if mod , 0
, else

ik i

k k k

k n k

k





 


 



R

R R R
I

   

 1

2

,if mod , 0 & mod , 0

,if mod , 0

, else

ik i

k
k

k

k n k

k





 

   
 



H

H
H

H
0

其中，表达式mod(a，b)是求余数操作，即a除以b之后的余数
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模型描述

 1 1 1, ,k k k k  x f x u w

 ,k k kz h x v

假设非线性离散系统模型如下：

将非线性函数 围绕(k-1)次滤波值 展开成Taylor级数

的形式，并忽略二次以上的高阶项，得到

 f 1| 1ˆ k k x

   
1| 1

1| 1

1
1 1 1 1| 1 1 1 1| 1

ˆ ,

1
1

ˆ ,

( , , )ˆ ˆ, , ( , , )

( , , )
k k

k k

k
k k k k k k k k k

k
k

 

 


        

 




 


  








x x w 0

x x w 0

f x u wf x u w f x u 0 x x
x

f x u w w
w
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模型描述

类似地，非线性函数 在 处的线性化值为 h | 1ˆ k kx

     
| 1 | 1

| 1 | 1
ˆ ˆ, ,

( , ) ( , )ˆ ˆ, ,
k k k k

k k k k k k k k
 

 
   

 
   

 x x v 0 x x v 0

h x v h x vh x v h x 0 x x v
x v
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模型描述

其中 的统计特性为 ，kv  E k v 0

   T
' '

,
, E

,
k

v v k j

k j
k j

k j
 

    

R
R v v

0

| 1 | 1

T

ˆ ˆ, ,

( , ) ( , )

k k k k

k k
    

     
   x x v 0 x x v 0

h x v h x vR R
v v

其中：

1 1 1 1 1k k k k k k

k k k k

      
  

x Φ x u Γ w
z H x v

 

1| 1 1

| 1 1

1| 1 1
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| 1 1 | 1
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k k m
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k k m

k
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k
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  
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
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Φ
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• 实际中我们如何选取传感器和如何布置传感器等大部分是

靠经验，没有实际的理论来支持。从理论上可以进行可观

度（Degree of Observability）的研究，即可观测的程度方

面的研究。

• 在Kalman滤波方面的研究可以考虑更加实际的情况，比如：

对于维数较高的模型减少计算量，减少对噪声特性的依赖，

减少延迟等等。
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(1)可靠飞行控制研究组主页课程中心(全部课件下载)

http://rfly.buaa.edu.cn/course

(2) 关注可靠飞行控制研究组公众号 buaarfly(文章、资讯等)

(3) 多旋翼设计与控制交流QQ群:183613048

(4) 视频课程(MOOC)同步发布，网易云课堂搜索 “多旋翼”

http://study.163.com/course/introduction/1003715005.htm

(5) 同名中文书本教材《多旋翼飞行器设计与控制》即将在电

子工业出版社出版，敬请期待

(6) 有疑问可联系课程总助教戴训华，邮箱：dai@buaa.edu.cn
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